










An Analytical Study on the Heavy Water 





研究生：  王瓊徵  撰 






















 論文名稱：平板型熱擴散塔提煉重水之解析解研究     頁數：200 
 校系(所)組別： 淡江大學 化學工程與材料工程 學系碩士班 A 組 
    畢業時間及提要別： 94 學年度第 2 學期 碩士 學位論文提要 



















Title of Thesis: An Analytical Study on the Heavy Water          Total papers: 200 
Enrichment in Laminar Counter-flow Flat-Plate  
Thermal-Diffusion Columns 
 
Key words: Flow-Rate Fraction Variations, Separation Efficiency, Thermal Diffusion, 
Orthogonal Expansion Techniques, Flat-Plate 
Name of Institute: Graduate Institute of Chemical and Materials Engineering, 
Tamkang University 
Graduate date: June, 2006                          Degree conferred: Master 
Name of student: Chiung-Jeng Wang                 Advisor: Dr. Chii-Dong Ho 
王瓊徵          何啟東 
Abstract: 
Heavy water enrichment in laminar counter-flow flat-plate thermal-diffusion 
columns has been studied theoretically.  The phenomena of mass transfer through a 
thermogravitational thermal-diffusion column with uniform wall temperature, one 
heated and the other one cooled, has been investigated by using an orthogonal 
expansion technique in extended power series.  The method of solution is based on 
the Sturmian theory and requires only positive eigenvalues for enriching section and 
negative eigenvalues for stripping section during the derivation of the top and bottom 
product concentrations.  The analytical results are represented graphically and 
compared with those obtained from the transport equation by the previous 
investigators as well as with the experimental results.  The agreement of theoretical 
predictions in the present study with those calculated from experimental results 
obtained from the previous investigations is pretty good. Moreover, as compared to 
the experimental results, the accuracy of the theoretical predications in the study is 
better than that calculated by the transport equation.  The effects of operating 
 III
parameters (feed rate, feed concentration, product flow-rate and feed position), and 
design parameters (aspect ratio, inclined angle, plate spacing and plate-spacing under 
the considerations of fixed operating expense) on the separation efficiency enrichment 
have also been discussed. 
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文獻記載中首次紀錄的熱擴散現象之研究始於  1856 年 
Ludwing 氏[1]的報告，報告中指出，當 C0° 飽和之硫酸鈉溶液被裝入




接著於 1872 年 Dufour 氏[2]在研究氣體擴散現象時發現，如圖
(1-2)，當溫度相同，而相異濃度的兩成份氣體溶液，在彼此自然混合
的過程中，由於兩氣體混合物間會產生普通擴散(ordinary diffusion)
的作用，而產生一短暫的溫度梯度，此又稱為 Dufour 效應。 
1911 年 Enskog 氏[3]由氣體動力學推論得知，倘若對一均勻濃
度之氣體混合物施以一溫度梯度，則會瞬間產生一濃度梯度，可知此
系統中有一普通擴散，此種現象稱之為熱擴散效應 (thermal 
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Clusius 和 Dickel 兩氏[6, 7]在 1938 年設計了一較為實用的熱重
力熱擴散塔(thermogravitational thermal diffusion column)，俗稱之為 












































   
   









































(1) 生化物質： 1975 年 Touchstone 用高度 30 公分之熱擴散塔，兩
壁間距 0.3 mm，冷壁溫度 C0° ，熱壁溫度 37 C° ，經 48 小時批次
操作，由孕婦尿液中分離出結構很類似，為其它方法不易分離之
estrone，estradiol-17β，epiestriol，和 estriol 等物質。 
(2) 一般同位素： 1968 年 Rutherford 在美國 Monsanto 公司，利用
24 個熱擴散塔，分離天然氙氣(xenon)中之 124Xe 同位素，他以批
式法操作，經 150 天後，使 124Xe 由天然含量的 0.096 % 增濃至 6 
% 左右。 
(3) 氫同位素： 1952 年 Prigogine 以 10 公分高之熱擴散塔，其塔寬
為 5 公分，間距為 0.25 mm，上下兩端儲槽體積 0.75 c.c.，冷熱壁
溫差 20 C° ，最初進料之 D2O 莫耳濃度分別為 1.1 %，4.3 %，10.4 
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%，57.3 %，83.9 %時，經 5 天批式操作分離後，其所得到的分
離度以莫耳分率表示，分別是：0.11 %，0.34 %，0.82 %，1.2 %




Ⅰ：生化物質：( biological materials )  
(1) Papain and diastase solution Stickle; 1954 
(2) Ergosterol and cholesterol in chloroform 
solution 
Stickle; 1954 
(3) Casin, gelatin, egg albumin, papain, and 
diastase 
Stickle; 1954 
(4) Carbohydrate solutions Pawlowski;1965 
Stickle; 1954 
(5) Homologous fatty acids Seelback; 1955 
(6) Monomer and dimmer unsaturated fatty acids Seelback; 1955 
(7) Dibasic acids esters Seelback; 1955 
(8) Primary and secondary amines Seelback; 1955 
(9) Aromatic heterocyclic amines Seelback; 1955 
(10) Mono-, di-, and trimesters of polyols Seelback; 1955 
(11) Polyoxyethylene sorbital esters of resin and 
fatty acids 
Seelback; 1955 
(12) Fatty acids and polyol esters Seelback; 1955 
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(13) Mono- and dicarboxylis acids Seelback; 1955 
(14) Alicyclic and aliphatic alcohols Seelback; 1955 
(15) Alkyl amines and hydrocarbons and phenols 
and aromatic hydrocarbons 
Seelback; 1955 
(16) Methyl esters of soybean oils, mixed 
soybean oil esters resulting from partial 
methanolysis, and crude mono-, di-, and 
trioleate mixtures 
Seelback; 1955 
(17) Viruses and ribosomes Gaeta and Cursio; 
1969 
(18) Deoxyribonucleic acids Gaeta and Cursio; 
1969 
(19) Glutamic-pyruvic transaminase (SGPT) Gold; 1971 
(20) Estrone, estradiol-17 β , epiestriol, and 
estriol of urine from pregnant woman 
Touchstone; 1975 
Ⅱ：一般同位素：  
(1) 235UF6-238UF6 Abelson; 1946 
(2) 35Cl3C2H-37Cl3C2H Alexander; 1955 
(3) 6LiNO3-7LiNO3 Gustanfsson; 1962 
(4) 6Li-7Li Lodding; 1966 
Ott; 1964 
(5) 39K-41K, 69Ga-71Ga, 85Rb-87Rb Lodding; 1966 
(6) 124Xe; 126Xe; 128Xe; 129Xe; 130Xe; 131X; 132Xe; 
134Xe; 136Xe from nature Xe 
Ratherford; 1968 
(7) 3He-4He, 12CO2-14CO2, 12CH4-13CH4, Vasaru; 1969 
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16,16O2-16,18O2, 20Ne-21Ne, H35Cl-H37Cl 
(8) 13C16O-12C16O Mathur; 1970 
(9) 46TiCl4; 48TiCl4; 48TiCl4; 49TiCl4; 50TiCl4; from 
nature TiCl4 
Rabinovich; 1972 
(10) 112SnCl4; 114SnCl4; 115SnCl4; 116SnCl4; 
117SnCl4; 118SnCl4; 119SnCl4; 122SnCl4; 
124SnCl4 from nature SnCl4; 
Rabinovich; 1972 




(12) Br2 and Cl2 in noble gases Maza; 1974 
Ⅲ：氫同位素：  









(3) HD-D2 Humphreys; 1967 





(1) 氫(Hydrogen，簡寫為 H)：原子核為一個質子。 
(2) 氘(Deteurium，簡寫為 D)：氫之同位素，原子核為一個質子
加上一個中子。 
























密度 (25℃) 0.997044 1.1066 
沸點 100.00 C°  101.42 C°  
熔點 0.0 C°  3.82 C°  
最大密度 1.000 at 3.98 C° 1.11 at 11.6 C°  
黏滯度 (20 C° ，豪泊 mp) 1.000 1.260 
25℃時 100g 水所能溶解 NaCl 之克數 35.8 29.7 
 
(3) 氚(Tritium，簡寫為 T 或 H3)：亦為氫之同位素，原子量 3，
原子核為一個質子加上二個中子。 
於 1934 年被發現，由著名的物理大師拉塞福(E. Rutherford)和他
的兩位工作夥伴(M.L.E. Oliphant 和 P. Harteck)，利用兩個氘原子相互
撞擊，產生一個氚原子和一個氫原子。在普通氫及其化合物中，約佔
10 億分之一。因為它有放射性，氫及氘則無，故較危險，幸好在自
然界的含量很少。為重水的成分之一，1 分氚對 100 萬兆分普通氫的
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比率出現於淡水湖中；在海洋表面則為 1：1000 萬兆；海洋深處則無。 
(4) 氧(Oxygen，簡寫為 O)：原子核含八個質子八個中子。 
不論水的來源為何—溪水、雨水、不流動的池水、地下水或結晶
水，就重量而言，都含有 5000 分的水(H2O)和 1 分的重水(D2O)。根















































一般來說，目前商轉用的重水式反應器，幾乎都是  PHWR 
(Pressure-tube Heavy Water Reactor)即類似壓水式反應器，唯一次側
(即通過爐心)的冷卻水採用重水，而二次側(通過汽機)採用輕水。目
前以加拿大自行研發的 CANDU 型重水反應器為代表。 
所以說，重水除了是一良好的緩速劑外，亦是一良好的冷卻劑，
位於加拿大  Douglas Point 之氘鈾反應爐  CANDU (Canadium 
Deuterium Uranium)，是較為進步的一座重水式反應爐。共用重水 170
噸，其中 130 噸當緩速劑，40 噸當冷卻劑，生產電力 200Mwe，燃燒
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+ + + 能量
分裂
核分裂以產生能量























































(1p 1e)；氘、氚則分別是(1p 1n 1e)、(1p 2n 1e)。同位素不一定是比常
態元素多出幾個中子，氦 3(2p 1n 2e)比一般氦 4(2p 2n 2e)少一個中子
 21
(氦核,α  particle, 2p 2n)。這三種元素的含量在地球上各不相同；氘約
佔氫的 1/10000，在覆蓋地求的海水中可以大量分離；雖然氚具放射





 氘+氚 (D+T)反應： 




 氘+氘 (D+D)反應： 
 D +D → 3He + n +Eng.(能量) 
 D +D → T + p + Eng.(能量) 
這兩個不同的反應各有 50%的




 氘+氦 3 (D+3He)反應： 
















現用的核分裂比較可是好處多多；鈾 235 的半衰期為 7 億 380 萬年，
而設計中的國際熱核融合試驗爐(ITER International Thermonuclear 




















有 60 % 能量會逸散，現在僅歐盟的 JET (Joint European Torus)及日本









































































(1) 硫化氫-水交換法，又稱為 G.S process (Hydrogen Sulfide-Water 
Exchange)； 
(2) 蒸餾法，DW process (Distillation of Water)； 
(3) 電解法，E process； 
一般重水工廠，大都以上述三種程序合併使用。以 Savannah 河
重水工廠(Savannah River heavy-water plant)為例，G.S. process 製程係
用來將天然水中 D2O 濃縮至 15 mole % 左右，DW process 係接著 
G.S.將 15 mole % D2O 濃縮至 90 mole %，而 E process 用來將含 90 
mole % D2O 濃縮至 99.75 mole %。由天然水濃縮至 0.085 mole % 所



















次世界大戰時，Oak Ridge 實驗室曾經串聯 2100 個熱擴散塔來提煉







(1) 平板傾斜塔(inclined column)[11-26]， 
(2) 綑線套管熱擴散塔(wired column)[27-33]， 
(3) 旋轉型綑線塔(rotated wired column)[34-41]， 
(4) 填料塔(packed column)[42-50]， 
(5) 中間鑲入隔板(impermeable sheet)或薄膜塔[51-57]， 
































散所引起之 x方向的質量流通量以 TDxJ − 表示。同時，因熱擴散的作用
亦造成了在水平方向上的濃度梯度，進而在相反方向又產生了普通擴
散，其質量流通量以 ODxJ − 表示。此時在水平方向之淨質量流通量為 








































































α    (2.1-2) 
















       (2.1-4) 
)2/( Wx=η            (2.1-5) 
∫ −−= 11 )2/( ηρσ dWBVze         (2.1-6) 
























∂−=      (2.1-8) 
將式(2.1-3)至式(2.1-6)與式(2.1-8)代入式(2.1-7)由下列邊界條件 
1±=η    0=xJ        (2.1-9) 
ηη =    ),( zCC η=      (2.1-10) 




















2 ηηηηηη +−+−−− FFFF  (2.1-12) 
其中 
dz




∂ η        (2.1-14) 



















dCKCCHCC bbeTee 00 ˆ −+== σστ     (2.1-16) 
令 se σσ −= 代入式(2.1-16)可得提取段之質量傳送公式為 
dz


























































)(     (2.1-23) 
式(2.1-22)中之α 稱之為減數熱擴散係數(reduced thermal diffusion 
constant)。 
對於重水之系統，我們分別令 i=1、2 與 3，因此經由式(2.1-20)
可以分別得到 H2O(成份 1)、HDO(成份 2)與 D2O(成份 3)的傳送公式，
分別如下： 
dz








−×=τ  (2.1-24) 
dz








−×=τ  (2.1-25) 
dz




































































































)( +Δ=     (2.1-32) 
重水系統中的各個成分之間均會維持著一個平衡關係。其平衡關
係式為： 






=′eqK        (2.1-34) 




















19   (2.1-36) 
對三成分的重水系統而言 
1321 =++ CCC         (2.1-37) 
且由重水三成份系統的平衡關係式[85]，由式(2.1-36)及式(2.1-37)可以



















































































)( 23 Δ=      (2.1-42) 
而減數熱擴散係數與各個成份的質量之關係如下[87]： 
terntern mmmm 32133123 )()( αα −=−     (2.1-43) 
令 181 =m 、 192 =m 和 203 =m ，則可得 
terntern
3231 2αα =        (2.1-44) 
將式(2.1-44)代入式(2.1-41)，則 



































dCKCCH tern 3333323 ˆ −=τ     (2.1-47) 
其中 
2







KCC eqeq −−−    (2.1-48) 
今以 25 C° 時， 793.3=eqK 代入式(2.1-48)中，計算可得重水之濃度 3C
與 CC ˆ 之關係圖如圖(2-2)所示。從圖中可以發現當濃度分率在 0.37
時，其擬似濃度積最大。 
在考慮於穩態之連續式操作下，增濃段與提取段之質量流率分別
為 eσ 與 sσ 時，將式 (2.1-48) 代入式 (2.1-16) 與式 (2.1-17) ，且令





























































)( +Δ=      (2.1-52) 
 
2.1.2 傳送公式之簡化－常數近似 
在推導熱擴散分離理論中，由於擬似濃度積( CC ˆ )的部份為非線
性，無論是批次或是連續式熱擴散系統，在積分時相當複雜且不利於
分析。因此在某特定濃度範圍時，常以常數近似 FCC =ˆ 來簡化複雜
的計算。而在某些更為特殊的系統中，甚至可於全濃度範圍中使用常
數近似；如重水系統。在穩定操作之全濃度範圍中，其濃度差距所形


































−= ∫     (2.1-56) 
其中將式(2.1-55)及式(2.1-56)分別對 eF 及 sF 微分，則 
0)ˆ(2 
 


































































































−+−+−−−=  (2.1-64) 
其中 
50000


















eqeq KKT −=     (2.1-68) 
 
2.1.3 簡化後之分離度公式 
應用常數近似 FCC =ˆ ，可將式(2.1-53)及式(2.1-54)化簡成 
zd
dCCCF eeeBee ′=′−′+− σσ      (2.1-69) 
zd




















−=′        (2.1-73) 
連續操作之邊界條件為 
Fse CCC ==   0'=zat      (2.1-74) 
Ts CC =    2
Lzat
′=′      (2.1-75) 
Be CC =    2
Lzat





























































































































σ    (2.1-81) 
令 Ts σσ = 、 Be σσ = 和
F
Tr σ































































TBWgK T Δ=       (2.1-84) 
BC 和 TC 可以由式(2.1-78)和式(2.1-79)分別表示為： 
eFB CC Δ+=         (2.1-85) 
sFT CC Δ−=         (2.1-86) 
























關於 Clusius 和 Dickel[6,7]兩氏設計的熱重力式熱擴散塔裝置，描
述此問題之解法除了使用傳送公式(transport Equation)求得外，尚有利















































   (2.2-1) 
經由基本假設第一點的穩態操作及第七點的溫度只考慮隨徑向變










ρα =         (2.2-3) 
式(2.2-2)對 x積分二次，可得 
21 CxCT +=         (2.2-4) 
其邊界條件為 
0=x  , CTT =        (2.2-5) 
Wx =  , HTT =        (2.2-6) 
利用式(2.2-5)及式(2.2-6)之邊界條件代入式(2.2-4)可分別求得 1C 及 2C
為 
W
TTC CH −=1         (2.2-7) 
CTC =2           (2.2-8) 
將求得之 1C 及 2C 代回式(2.2-4)並做整理，則可解出其溫度分佈為 
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TTT C Δ+= η         (2.2-9) 
其中 
W
x=η          (2.2-10) 









































































CxV eee     (2.2-18) 
其邊界條件為： 

































     (2.2-23) 
 49
Be CC =   , 1−=ς      (2.2-24) 
)(ηη H
Ce =∂
∂  , 0=η      (2.2-25) 
)(ηη H
Ce =∂




























tern Δ≅ e32 ˆ)( αη       (2.2-30) 
其中 










































(2.2-23)之 0)( =′ ηH ，故可得 
0)()()()()( ,,,, =′−′′ ςηηςη memeememe GFUGF     (2.2-35) 
將式(2.2-35)代入式(2.2-34)則可求得 
0)()( =′−′′ ηη HY          (2.2-36) 




























   (2.2-38) 
將式(2.2-38)代入式(2.2-37)可求得 
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0)()()( ,,, =−′′ memeeme FUF ληηη       (2.2-39) 













  (2.2-40) 
對式(2.2-38)解一階 O.D.E 得： 
ςλςλς meme ececG edeme ,,)(, == ∫−−     (2.2-41) 
其中的特徵值包括了正根及負根，在增濃段中令 meece ,λ= ，得 
( )ςλς += 1, ,)( meeG me        (2.2-42) 
對式(2.2-36)積分兩次可得 
∫= η ηηη 0 )()( dHY        (2.2-43) 
將式(2.2-32)代入式(2.2-25)並利用式(2.2-43)可將邊界條件改寫為： 
0)0(, =′meF          (2.2-44) 
同理，可以得到 
0)1(, =′meF          (2.2-45) 
 
( )Ⅱ  提取段(stripping section)： 
對提取段只要上面所前推導之公式，將式中腳碼’e ’改寫成’ s ’，
即可以利用，則只需將其中式(2.2-24)，改寫成式(2.2-46)便可 
1, == ςTs CC       (2.2-46) 
其中，亦可得到提取段之 )(, ςmsG 為 
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( )ςλς −−= 1, ,)( mseG ms       (2.2-47) 
 
2.2.4 待定係數 








mneme ddF ηη     (2.2-48) 
其中，待定係數 mned 可由速度分佈與式(2.2-40)，利用比較係數法得到。 
將式(2.2-12)之增濃段速度分佈表示為 











2 +Δ= eT TgWb γμ
















η           (2.2-53) 
n
naaaaa ηηηηη +++++= L33221100     (2.2-54) 
其中 






















=          (2.2-58) 



















mneme dnnF ηη      (2.2-61) 
利用式(2.2-44)及式(2.2-60)可求得 






































































+++++= −−−−− Lλ  
(2.2-70) 
欲求特徵值 me,λ ，只需假設 me,λ 後，求出 mned 再由式(2.2-45)判斷是否
滿足，如此使用疊代法即可求出所有的特徵值。 
同理，對提取段只要上面所前推導之公式，將式中腳碼’ e ’改寫



































msmsT FSYC       (2.2-74) 
我們可以導出此統制方程之正交性質如下[附錄 B]： 
∫ ≠=10 ,,,, 0 mndSSFFU nemenemee ；η     (2.2-75) 
∫ ≠=10 ,,,, 0 mndSSFFU nsmsnsmss ；η      (2.2-76) 
結合式(2.2-73)至式(2.2-76)，可求得 meS , 、 msS , 之係數展開式為： 
∫∫ =− 10 2,,,10 )()()()()]([ ηηηηηηη dFUSdFUYC meememeeB  (2.2-77) 
∫∫ =− 10 2,,,10 )()()()()]([ ηηηηηηη dFUSdFUYC mssmsmssT  (2.2-78) 
由式(2.2-77)及式(2.2-78)可求得在不同條件下之特徵值( me,λ , ms,λ )所
對應之特徵係數( meS , , msS , )。 
其中，特徵值包括零與非零兩部份，分別敘述如下： 





0)()()( 0,,00, =−′′ ηηλη eeee FUF     (2.2-79) 
由於 00, =eλ ，得 
0)(0, =′′ ηeF         (2.2-80) 
將式(2.2-80)積分二次並利用式(2.2-44)之邊界條件可求得 
1)(0, =ηeF         (2.2-81) 
再改寫式(2.2-42)為 
( )ςλς += 10, 0,)( eeGe       (2.2-82) 
由於 00, =eλ ，得 


































s       (2.2-85) 
 






















me    (2.2-86) 
































































−Δ=       (2.2-89) 


























































































































































































































































me FrFeS me ′−′−= ∑∞
= λ
λ     (2.2-101) 
之後，再將邊界條件式(2.2-44)代入式(2.2-101)可整理得： 















  (2.2-102) 
同理，對於提取段亦可求得： 




































































































   (2.2-105) 
熱擴散塔之分離度定義如下： 
)()( TFFBTB CCCCCC −+−=−=Δ      (2.2-106) 
將式(2.2-104)及式(2.2-105)式代入式(2.2-106)整理可以得到： 
[ ] [ ]













































































































參數，如：出料質量分率( r )、進料質量流率( Fσ )、進料濃度分率( FC )
及進料位置(δ )；而設計參數，如：固定操作面積(S )下之長寬比(ξ )、

























σ=          (2.3-1) 
Fs r σσ ⋅=         (2.3-2) 





















































Δ−=        (2.3-7) 
進料位置之定義如下： 
L
Ls=δ           (2.3-8) 
LLs ⋅= δ          (2.3-9) 










η           (2.2-53) 
n
naaaaa ηηηηη +++++= L33221100     (2.2-54) 
其中 
















Wba δ−=         (2.3-13) 
4,0 ≥= nan        (2.2-59) 
同理，亦可得提取段為 















Wba δ=          (2.3-16) 






















































































































2 +Δ⋅= eT TWgb γμ


















2 +Δ⋅= sT TWgb γμ







Δ⋅−=      (2.3-27) 
長寬比之定義如下： 
B


























1 ξ⋅= SLs        (2.3-33) 









η           (2.2-53) 
n
naaaaa ηηηηη +++++= L33221100     (2.2-54) 
其中 





































=        (2.3-36) 




































T 875const ==Δ      (2.3-37) 
WT ⋅=Δ 875        (2.3-38) 
875





)875( WTT C ⋅+= η       (2.3-40) 
其中 
W
x=η          (2.2-10) 
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Δ= eT TgWb γμ



















Δ= sT TgWb γμ

















η           (2.2-53) 
n
naaaaa ηηηηη +++++= L33221100     (2.2-54) 
其中 

























Δ=         (2.3-53) 
4,0 ≥= nan        (2.2-59) 
同理，亦可得提取段為 
























Δ=         (2.3-56) 















































−=      (2.3-58) 












































































       (3-2) 
其中 
ρ：平均之密度( 3/cmg ) 
1T ： K286C13 =°  






















1 / 0.999377 cmg=ρ       (3-4) 
3
2 / 0.988963 cmg=ρ       (3-5) 


























3.2 減數熱擴散係數(α )及普通擴散係數( D )之估算 
由黃慰國[8]及張光榮[90]論文中找尋出六組實驗數據，並利用此六




381.0=FC , 8.0=r , 5.0=δ  







381.0=FC , 8.0=r , 5.0=δ  









)/(0.5 hrgF =σ , 381.0=FC , 1/6=δ








)/(0.5 hrgF =σ , 381.0=FC , 5/6=δ








)/(1 hrgF =σ , 381.0=FC , 1/6=δ








)/(1 hrgF =σ , 381.0=FC , 5/6=δ


















































σ      (3-8) 
應用上面的實驗數據及式(3-7)、式(3-8)之分離度公式加上利用所對應
的熱物性質常數或設計及操作條件之數據便可求出重水系統之傳送












操作條件(       


























不同之 ternH32 及 3K 值分別為： 
 
表(3.1) 實驗數據求得之傳送係數 
ternH 1,32  hr
g4101.2735 −×−  
第一組 
1,3K  hr
cmg ⋅× −3107896.1  
ternH 2,32  hr
g4101.3838 −×−  
第二組 
2,3K  hr
cmg ⋅× −3108932.1  
ternH 3,32  hr
g4101.1153 −×−  
第三組 
3,3K  hr
cmg ⋅× −3105481.1  
ternH 4,32  hr
g4101.0968 −×−  
第四組 
4,3K  hr
cmg ⋅× −3105489.1  
ternH 5,32  hr
g4101.0230 −×−  
第五組 
5,3K  hr
cmg ⋅× −3105573.1  
ternH 6,32  hr
g4101.1335 −×−  
第六組 
6,3K  hr































cmg =  
scm
g ⋅= 0126.0μ  
cmW 04.0=  
cmB 10=  
KT 5.303=  
KT 35=Δ  
將 3.1 節所求得之熱膨脹係數( Tβ )和上面之熱物性質及設計條件
之參數分別代入式(3-9)及式(3-10)即可求出減數熱擴散係數( tern32α )及
普通擴散係數( 3D )分別為： 

























( ) Ⅰ 出料質量分率、進料質量流率、進料濃度分率及進料位置 
( )Ⅱ  出料質量分率、固定操作面積下之長寬比及傾斜角 







1.282132 −=binα  




3/1.1 cmg=ρ  
2/980 scmg =  
scmg ⋅= /0126.0μ  
)C5.303(793.3 °== TKeq  
設計參數： 
cmW 04.0=  
cmB 10=  
cmL 221=  
操作參數： 
KT 286C131 =°=  
KT 321C482 =°=  
KT 5.303=  
KT 35=Δ  
hrgF /6~01.0=σ  






°= 80~0θ  




























的分離度，這是因為擬似濃度積 CC ˆ 在濃度分率為 0.37 時會有最大
值所造成之結果。除此之外，由圖(4.1-9)亦可看出固定出料質量分








0.5=r 及進料位置 0.5=δ 時，在進料濃度分率 0.37=FC 時會有最好
的分離度，但當出料質量分率及進料位置愈偏離 0.5 時，則最佳之

































































CF = 0.381 δ  = 0.5Symbol   λ e or λ s    r   
                     0.1  
         λ e        0.5  
                     0.9 
                     0.1 
         λ s        0.5 
                     0.9 
 
















CF = 0.381 r = 0.5Symbol   λ e or λ s    δ   
                     0.1  
         λ e        0.5  
                     0.9 
                     0.1 
         λ s        0.5 
                     0.9 
 
圖(4.1-2) 固定進料濃度分率 0.381=FC 與出料質量分率 0.5=r ，
在不同進料位置下，進料質量流率與特徵值之關係圖 
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Symbol    λ e or λ s    σF × 10
5
 (g/s)   
                                 2.78
          λ e                  13.9
                                 27.8
                                 2.78
          λ s                  13.9
                                 27.8
CF = 0.381
δ  = 0.5
 























Symbol   λ e or λ s    δ   
                     0.1  
         λ e        0.5  
                     0.9 
                     0.1 
         λ s        0.5 
                     0.9 
 



















Symbol    λ e or λ s    σF × 10
5
 (g/s)   
                                 2.78
          λ e                  13.9
                                 27.8
                                 2.78
          λ s                  13.9
                                 27.8
 



















Symbol   λ e or λ s     r   
                     0.1  
         λ e        0.5  
                     0.9 
                     0.1 
         λ s        0.5 
















































σF × 104 (g/s)
 
 
 r = 0.5   δ  = 0.5
Symbol       CF
        0.1
        0.2
      0.381
        0.8




















σF × 104 (g/s)
 
 
r = 0.5CF = 0.381
δ  = 0.1
δ  = 0.2
δ  = 0.3
δ  = 0.4
























  r = 0.1
  r = 0.5
  r = 0.9
CF = 0.381
δ  = 0.1
δ  = 0.5
 





















  δ  = 0.1
  δ  = 0.5


























δ  = 0.5
  r = 0.1
  r = 0.5




圖(4.1-12) 固定進料位置 0.5=δ ，在不同進料濃度分率與出料質量
分率下，進料質量流率與分離度之關係圖 
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Symbol    σF × 10
6
 (g/s)
            2.78
            13.9
           27.8
            139
            278
 

























δ  = 0.5
 






















δ  = 0.5
 













































 r = 0.5
Symbol      δ
       0.1
       0.3
       0.5
       0.7
       0.9
 






















Symbol       r        δ 
                0.1 
      0.1     0.5 
                0.9 
                0.1 
      0.5     0.5 
                0.9 
 



















Symbol     δ       σF × 1053 (g/s)
                      2.78  
     0.1            13.9 
                      27.8 
                      2.78
     0.5            13.9
                      27.8
 
圖(4.1-17) 固定出料質量分率 0.5=r ，在不同進料質量流率與進料
位置下，進料濃度分率與分離度之關係圖 
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Symbol    σF × 10
5 (g/s)       r
                                    0.1
               2.78              0.5
                                     0.9
                                    0.1
                13.9             0.5
                                     0.9
 
圖(4.1-18) 固定進料位置 0.5=δ ，在不同進料質量流率與出料質量
分率下，進料濃度分率與分離度之關係圖 
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δ  = 0.5
Symbol    σF × 10
6 (g/s)
              2.78
              13.9
              27.8
              139
              278
 
圖(4.1-19) 固定進料位置 0.5=δ 與進料濃度分率 0.381=FC ，在不
同進料質量流率下，出料質量分率與分離度之關係圖 
 112












 σF = 2.78 × 10
-5
 g/s






Symbol       CF
        0.1
        0.2
      0.381
        0.8
        0.9
 




















Symbol      δ
      0.1
      0.3
      0.5
      0.7
      0.9
 






















Symbol       CF        δ     
                    0.1  
       0.1       0.5 
                   0.9 
                   0.1 
     0.381     0.5 
                   0.9 
 





















Symbol    σF × 105 (g/s)       δ   
                                     0.1 
                 2.78             0.5 
                                      0.9 
                                     0.1 
                 13.9             0.5 
                                      0.9 
 
圖(4.1-23) 固定進料濃度分率 0.381=FC ，在不同進料質量流率與
進料位置下，出料質量分率與分離度之關係圖 
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Symbol     σF × 105 (g/s)        CF    
                                     0.1  
              2.78              0.381 
                                     0.7 
                                     0.1 
              13.9              0.381 
                                     0.7 
 





















Symbol    σF × 10
6 (g/s)
              2.78
              13.9
              27.8
              139
              278
 
























Symbol       CF
        0.1
        0.2
      0.381
        0.8
        0.9
 



















Symbol       r
       0.1
       0.3
       0.5
       0.7
       0.9
 






















Symbol      CF          r     
                    0.1  
       0.1       0.5 
                   0.9 
                   0.1 
     0.381     0.5 
                   0.9 
 




















CF = 0.381 Symbol    σF × 105 (g/s)        r   
                                     0.1 
                 2.78             0.5 
                                      0.9 
                                     0.1 
                 13.9             0.5 
                                      0.9 
 






















Symbol     σF × 105 (g/s)        CF    
                                     0.1  
              2.78              0.381 
                                     0.7 
                                     0.1 
              13.9              0.381 
                                     0.7 
 





























δ  = 0.5
 


































































r = 0.8 δ  = 0.167 CF = 0.381
 



























r = 0.8 δ  = 0.5 CF = 0.381
 



























r = 0.8 δ  = 0.833 CF = 0.381
 



























δ  = 1 / 6
Analytical Solution Experiment
 
























δ  = 5 / 6
Analytical Solution Experiment
 























δ  = 1 / 6
Analytical Solution Experiment
 























δ  = 5 / 6
Analytical Solution Experiment
 








( )Ⅰ  出料質量分率、固定操作面積下之長寬比及傾斜角對特徵
值之影響 
( )Ⅱ  出料質量分率、固定操作面積下之長寬比及傾斜角對分離
度之影響 
 






































































Symbol     λ e or λ s     θ    
                         0ο  
          λ e            40ο 
                        60ο 
                         0ο 
          λ s             40ο 
                        60ο 
 
圖(4.2-1) 固定長寬比 12.2=ξ ，在不同傾斜角下，出料質量分率與
特徵值之關係圖 
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Symbol     λ e or λ s      ξ   
                          5  
          λ e           12.2 
                         20 
                          5 
          λ s            12.2 
                         20 
 
圖(4.2-2) 固定於直立塔( °= 0θ )，在不同長寬比下，出料質量分率
與特徵值之關係圖 
 137












Symbol     λ e or λ s     θ    
                         0ο  
          λ e            40ο 
                        60ο 
                         0ο 
          λ s             40ο 






圖(4.2-3) 固定出料質量分率 0.5=r ，在不同傾斜角下，長寬比與
特徵值之關係圖 
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θ  = 0ο
ξ
Symbol   λ e or λ s     r   
                     0.1  
         λ e        0.5  
                     0.9 
                     0.1 
         λ s        0.5 

























  ξ  = 5
  ξ  = 12.2
  ξ  = 20
θ  (ο)
 














ξ  = 12.2
  r  = 0.1
  r  = 0.5

























Symbol       θ 
        0ο
       10ο
       20ο
       30ο
       40ο
       50ο
ξ  = 12.2
 















Symbol       θ
       50ο
       60ο
       70ο
       80ο
ξ  = 12.2
 

















Symbol      ξ
     12.2
       15
       20
       25
       30
θ  = 0ο
 
















Symbol      ξ
       30
       35
       40
       45
       50
θ  = 0ο
 















Symbol       ξ        θ 
                  0ο 
      12.2    20ο 
                 40ο 
                  0ο 
       20      20ο 




















Symbol      θ
       0ο
      20ο
      40ο
      60ο
 
圖(4.2-12) 固定出料質量分率 0.5=r ，在不同傾斜角下，長寬比與
分離度之關係圖 
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Symbol       r
      0.1
      0.3
      0.5
      0.7
      0.9
 






















 θ  =  0ο
 θ  = 40ο





















Symbol      ξ
        5
     12.2
       20
       30
       40
 
圖(4.2-15) 固定出料質量分率 0.5=r ，在不同長寬比下，傾斜角與
分離度之關係圖 
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Symbol       r
      0.1
      0.3
      0.5
      0.7
      0.9
 



















ξ  = 20
ξ  = 12.2
  r = 0.1
  r = 0.5










( )Ⅰ  出料質量分率、板距及固定操作成本下之板距對特徵值之
影響 
( )Ⅱ  出料質量分率、板距及固定操作成本下之板距對分離度之
影響 
















































Symbol    λ e or λ s     W (cm)  
                           0.03 
           λ e            0.04 
                           0.05 
                           0.03 
           λ s            0.04 




















Symbol    λ e or λ s     W (cm)  
                           0.03 
           λ e            0.04 
                           0.05 
                           0.03 
           λ s            0.04 






















W × 102 (cm)
無固定操作成本
  r  = 0.1
  r  = 0.5



















W × 102 (cm)
固定操作成本
  r  = 0.1
  r  = 0.5




















Symbol     W (cm)
         0.02
        0.025
         0.03
        0.035





















Symbol     W (cm)
         0.02
        0.025
         0.03
        0.035




















W = 0.025 cm
W = 0.03 cm
















W × 102 (cm)
無固定操作成本
Symbol       r
      0.1
      0.3
      0.5
      0.7






















W × 102 (cm)
Symbol       r
      0.1
      0.3
      0.5
      0.7














  r = 0.1
  r = 0.5





































6. 在固定進料濃度分率 37.0=FC 及中間位置進料 5.0=δ 下，出料質
量分率愈偏離 0.5，其分離效果愈好。而出料質量分率等於 0.5 時，
進料濃度分率設定在 0.37 且選擇從塔中間進料會有最佳之分離效















naaa L10 ,  定義於式(2.2-55)~式(2.2-59)      - 
321 ,, bbb   定義於式(2.2-50)~式(2.2-52)      - 
B    熱擴散塔之塔寬         cm  
C    重水之質量濃度分率        - 
0C    在 0=x 處重水之質量分率濃度      - 
1C    OH2 之質量濃度分率        - 
2C    HDO之質量濃度分率        - 
3C    OD2 之質量濃度分率        - 
BC    塔底重水之出料濃度分率       - 
eC    增濃段重水之質量濃度分率      - 
FC    重水之進料濃度分率        - 
iC    多成份系統中成份 i 之質量濃度分率    - 
kC    多成份系統中成份k 之質量濃度分率    - 
pC    定壓下之比熱         Kgcal ⋅  
sC    提取段重水之質量濃度分率      - 
TC    塔頂重水之出料濃度分率       - 
CC ˆ    重水之擬似濃度積         - 
 167
33CˆC   OD2 之擬似濃度積         - 
eeCC ˆ   增濃段之重水擬似濃度積       - 
ssCC ˆ   提取段之重水擬似濃度積       - 
mned   增濃段特徵函數中之展開係數      - 
mnsd   提取段特徵函數中之展開係數      - 
1D    OH2 之普通擴散係數       scm
2
 
2D    HDO之普通擴散係數       scm
2
 




D    二成份系統之普通擴散係數     scm
2
 
iD    多成份系統中成份 i 之普通擴散係數   scm
2
 
ikf    )/()( kiki mmmm +− ，定義於式(2.1-21)    - 
eF    定義於式(2.1-59)         - 
meF ,   增濃段伴隨特徵值 me,λ 之特徵函數     - 
sF    定義於式(2.1-60)         - 
msF ,   提取段伴隨特徵值 ms,λ 之特徵函數     - 
g    重力加速度          2s
cm  
meG ,   增濃段伴隨特徵值 me,λ 之特徵函數     - 
msG ,   提取段伴隨特徵值 ms,λ 之特徵函數     - 
h    位能高度           cm  
 168
wh    塔內重水之液位高         cm  
)(xh   溫度差引起徑向質量通量之函數關係    cm1  
bH    二成份系統之傳送係數，定義於式(2.1-18)   s
g  
i
ikH   多成份系統中成份 i 及k 之傳送係數    s
g  
binH32   二成份系統中 OD2 及HDO之傳送係數    s
g  
bin
ikH   二成份系統中成份 i 及k 之傳送係數    s
g  
ternH12   三成份系統中 OH2 及HDO之傳送係數    s
g  
ternH13   三成份系統中 OH2 及 OD2 之傳送係數    s
g  
ternH21   三成份系統中HDO及 OH2 之傳送係數    s
g  
ternH23   三成份系統中HDO及 OD2 之傳送係數    s
g  
ternH31   三成份系統中 OD2 及 OH2 之傳送係數    s
g  
ternH32   三成份系統中 OD2 及HDO之傳送係數    s
g  
tern
ikH   三成份系統中成份 i 及k 之傳送係數    s
g  
)(ηH   定義於(2.2-30)式         - 
xJ    在 x方向之淨質量流通量       s
g  
ODxJ -   在 x方向由普通擴散所引起的質量流通量   s
g  
TDxJ -   在 x方向由熱擴散所引起的質量流通量    s
g  
ODzJ -   在 z方向由普通擴散所引起的質量流通量   s
g  
k    熱傳導係數         Kcmscal ⋅⋅  
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1K    OH2 之傳送係數，定義於式(2.1-30)   s
cmg ⋅  
2K    HDO之傳送係數，定義於式(2.1-31)   s
cmg ⋅  
3K    OD2 之傳送係數，定義於式(2.1-32)   s
cmg ⋅  
bK    二成份系統之傳送係數，定義於式(2.1-19)  s
cmg ⋅  
dK ,3   擴散項之傳送係數        s
cmg ⋅  
eqK    重水系統之質量分率平衡常數      - 
eqK ′   重水系統之莫耳分率        - 
iK    多成份系統中之傳送係數，定義於式(2.1-23) s
cmg ⋅  
cK ,3   對流項之傳送係數        s
cmg ⋅  
L    熱擴散塔之全長         cm  
eL    熱擴散塔增濃段之長度        cm  
sL    熱擴散塔提取段之長度        cm  
1m    OH2 之質量          g  
2m    HDO之質量          g  
3m    OD2 之質量          g  
im    同位素系統中，成份 i 之質量      g  
km    同位素系統中，成份k 之質量      g  
P    壓力            atm 
fP    強制對流下之壓力         atm 
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nP    自然對流下之壓力         atm 
q&    熱源或電源           - 
r    出料質量分率，定義於式(2.3-1)     - 
eR    定義於式(2.1-55)         - 
sR    定義於式(2.1-56)         - 
S    熱擴散塔之表面積，定義於式(2.3-29)    2cm  
meS ,   增濃段之特徵係數         - 
msS ,   提取段之特徵係數         - 
t    時間            s  
T    某狀態下之溫度         K  
T    熱擴散塔系統之參考溫度       K  
CT    冷壁之溫度          K  
HT    熱壁之溫度          K  
TΔ    冷熱壁之溫度差         K  
eU    增濃段之無因次速度分佈       - 
sU    提取段之無因次速度分佈       - 
V    某狀態下之體積         3cm  
V
v
   向量速度           scm  
eV    增濃段之速度分佈         scm  
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fe,V    強制對流下之增濃段速度分佈      scm  
e,nV    自然對流下之增濃段速度分佈      scm  
sV    提取段之速度分佈         scm  
fs,V    強制對流下之提取段速度分佈      scm  
s,nV    自然對流下之提取段速度分佈      scm  
xV    x方向之速度分佈         scm  
yV    y 方向之速度分佈         scm  
zV    z方向之速度分佈         scm  
W    冷熱壁之板距          cm  
x    垂直於傳送方向之座標        - 
)(ηY   定義於式(2.2-43)         - 










α    熱擴散係數，等於 pCk ρ/       scm
2
 
bα    二成份系統之減數熱擴散係數      - 
i
ikα    多成份系統中成份 i 之減數熱擴散係數    - 
bin
31α   二成份系統中 OD2 及 OH2 之減數熱擴散係數  - 
bin
32α   二成份系統中 OD2 及HDO之減數熱擴散係數  - 
bin
ikα   二成份系統中成份 i 及k 之減數熱擴散係數   - 
tern
12α   三成份系統中 OH2 及HDO之減數熱擴散係數  - 
tern
13α   三成份系統中 OH2 及 OD2 之減數熱擴散係數  - 
tern
21α   三成份系統中HDO及 OH2 之減數熱擴散係數  - 
tern
23α   三成份系統中HDO及 OD2 之減數熱擴散係數  - 
tern
31α   三成份系統中 OD2 及 OH2 之減數熱擴散係數  - 
tern
32α   三成份系統中 OD2 及HDO之減數熱擴散係數  - 
tern
ikα   三成份系統中成份 i 及k 之減數熱擴散係數   - 
Tβ    固定壓力之下 PT )/( ∂∂− ρ 在T 之熱膨脹係數 Kcm
g
⋅3  
γ    定義於式(A-13)          - 
eγ    增濃段速度轉換的地方，定義於式(A-38)   - 
sγ    提取段速度轉換的地方，定義於式(A-40)   - 
δ    進料位置，定義於式(2.3-8)       - 
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Δ    熱擴散塔之總分離度        - 
eΔ    增濃段之分離度         - 
sΔ    提取段之分離度         - 
ς    z方向之無因次座標        - 
η    x 方向之無因次座標        - 
θ    傾斜角度           ° 
me,λ   增濃段之特徵值         - 
ms,λ   提取段之特徵值         - 
μ    黏度            scmg ⋅  
ξ    長寬比，定義於式(2.3-28)       - 
ρ    密度            3cm
g  
1ρ    1TT = 時之之密度         3cm
g  
2ρ    2TT = 時之之密度         3cm
g  
ρ    溶液在溫度T 時之密度        3cm
g  
Bσ    塔底之質量流率         sg  
eσ    增濃段之質量流率         sg  
fe, σ   強制對流下之增濃段質量流率      sg  
e,nσ   自然對流下之增濃段質量流率      sg  
Fσ    重水之進料質量流率        sg  
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sσ    提取段之質量流率         sg  
fs, σ   強制對流下之提取段質量流率      sg  
s,nσ   自然對流下之提取段質量流率      sg  
Tσ    塔頂之質量流率         sg  
τ    二成份系統之傳送量        sg  
eτ    增濃段之傳送量         sg  
sτ    提取段之傳送量         sg  
iτ    多成份系統中成份 i 之傳送量      sg  
1τ    OH2 之傳送量          sg  
2τ    HDO之傳送量          sg  
3τ    OD2 之傳送量          sg  
)(zΦ   0=x 處 z方向之濃度梯度函數，定義於式(2.1-13) - 
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由 Navier-Stokes 方程式 
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V zyx      (A-3) 
由於流體只考慮徑向流動( z方向)，故令 
0=xV         (A-4) 





Vz        (A-6) 
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)(xfVz =⇒       (A-7) 









      (A-8) 
除了自然對流中的壓力外還包含強制對流之壓力，因此可將壓力寫為 
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為簡化速度分佈公式推導，令 
L



















∂+= βρρρρ    (A-15) 
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)( WTTTgWV CTe +Δ+−−=∂
∂     (A-21) 
將式(A-21)對η積分二次得： 
[ ] 2122322 2)(36 CCWTTTgWV CTe +++Δ+−−= ηημγηημβ   (A-22) 
假設流體在管壁端位置的速度為零，則邊界條件可以寫成 
0,0 == ηeV        (A-23) 
1,0 == ηeV         (A-24) 
利用式(A-23)及式(A-24)之邊界條件代入式(A-22)可分別求得 1C 及 2C
為： 
[ ] μγμβ 2)(36
22
1
WTTTgWC CT −Δ+−=      (A-25) 
02 =C             (A-26) 











β −+−Δ+−−−= WTTTgWV CTe  (A-27) 
其中，在連續式操作中，速度分佈包含自由對流和壓力所引起的強制
對流，因此速度分佈可寫為： 
fenee VVV ,, +=         (A-28) 
由對增濃段的質量平衡可得： 
∫=− W ee dxVB 0 ρσ        (A-29) 
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無因次化後如下所示： 
∫=− 1 0 ηρσ dVBW ee        (A-30) 
將式(A-27)代入式(A-30)可得： 
[ ]∫ ⎩⎨














       (A-31) 
此處亦可將進料質量流率表示為 









, =−Δ+−−−=− ∫ ηηηηημ
ρβσ dTTTgBW CTne (A-33) 
對式(A-33)積分並做整理可求得： 
TTT C Δ+= 2
1         (A-34) 
在自然對流時，系統之淨流量為零，故式(A-31)可改寫為： 


























σμγ 3 )(365.0         (A-38) 
提取段： 




























0)()()( ,,,,, =−′′ ηηλη memeemememe FSUFS     (B-1) 
0)()()( ,,,,, =−′′ ηηλη neneenenene FSUFS      (B-2) 
將式(B-1) nene FS ,,×  
0,,,,,,,,, =−′′ nemenemeemenemeneme FFSSUFFSS λ    (B-3) 
將式(B-2) meme FS ,,×  
0,,,,,,,,, =−′′ nemenemeenenemeneme FFSSUFFSS λ    (B-4) 
將式(B-3)-式(B-4)，可得 
][ ,,,,,, nemenemeneme FFFFSS ′′−′′           
0)( ,,,,,, =−+ nemenemeemene FFSSUλλ    (B-5) 
將等式兩邊同時由 0 積分到 l 可得： 
∫ ′′−′′10 ,,,,,, ][ ηdFFFFSS nemenemeneme          
0)( 1
0 ,,,,,,
=−+ ∫ ηλλ dFFSSU nemenemeemene   (B-6) 




[ ]∫ ′′−′10 ,,,,,, ηdFFFFSS nemenemeneme         
∫ =−+ 10 ,,,,,, 0)( ηλλ dFFSSU nemenemeemene   (B-7) 
將式(B-7)積分可得 
{ }(0)](0)(0)(0)[)]1()1()1()1([ ,,,,,,,,,, nemenemenemenemeneme FFFFFFFFSS ′−′−′−′  
∫ =−+ 10 ,,,,,, 0)( ηλλ dFFSSU nemenemeemene      (B-8) 
將邊界條件式(2.2-42)及式(2.2-43)代入式(B-8)又 mene ,, λλ ≠  
故可得其正交性質為： 
∫ ≠=10 ,,,, 0 mndSSFFU nemenemee ；η       (B-9) 
同理 


































me   (2.2-84) 
其中，將特徵係數 meS , 分為三部份 
(1) ∫ 10 , )()( ηηη dFUC meeB  
(2) ∫ 10 , )()()( ηηηη dFUY mee  
(3) ∫ 10 2, )()( ηηη dFU mee  
其求解過程分別如下： 
(1) 求 ∫ 10 , )()( ηηη dFU mee           (C-1) 
由於 0, ≠meλ ，利用式(2.2-38)，可將式(2.2-38)改寫為 
)(1)()( ,
,
, ηληη mememee FFU
′′=        (C-2) 
將式(C-2)代入式(C-1)得： 








=∫ ηηη dFU mee         (C-4) 
 197
(2) 求 ∫ 10 , )()()( ηηηη dFUY mee          (C-5) 
將式(C-2)代入式(C-5)得： 




)()(1)()()( ηηηληηηη dFYdFUY mememee    (C-6) 
使用分部積分法 




)()()]()([1)()()( ηηηηηληηηη dFYFYdFUY memememee  (C-7) 
利用式(2.2-42)及式(2.2-43)之邊界條件便可求得： 




)()(1)()()( ηηηληηηη dFYdFUY mememee    (C-8) 
將式(2.2-36)代入式(C-8)得： 




)()(1)()()( ηηηληηηη dFHdFUY mememee    (C-9) 
 
(3) 求 ∫ 10 2, )()( ηηη dFU mee            (C-10) 
























′′∂=    (C-11) 
可改寫式(C-10)為 



























































































































































































)1()()( λληηη   (C-18) 
將式(2.2-58)展開如下： 










1)( ηλληληλη aaaaF mememememe  (C-20) 















































































































′Δ= ∫      (C-26) 






















−Δ=      (C-27) 





















−Δ=       (C-28) 
































































−Δ=       (C-31) 
 
